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Calculul puterii necesare acþionãrii morilor tubulare cu bile
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This paper presents the determining of the necessary driving power for tube ball mills, regarding frequently
used working conditions: by rolling balls and by falling down balls, on parabolic trajectory. To make easier
the calculation of driving power, the established correlations where used in Blanc formula.
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Morile tubulare cu bile, datoritã dimensiunilor ºi masei
mari ale tamburului, necesitã grupuri de acþionare de puteri
mari astfel încât sã asigure atât pornirea morii cât ºi
funcþionarea în regimuri (cascadã, cataractã) pentru care
au fost proiectate.

Pentru reducerea consumurilor energetice este
necesarã, în cazul acestor puteri mari, determinarea cu
suficientã precizie a valorilor acestora.

Pãrerile diferite în ceea ce priveºte metodologia de
evaluare a necesarului de putere pentru acþionarea morilor
cu bile au condus la apariþia, în literatura tehnicã de
specialitate, a diferite relaþii de calcul pentru determinarea
acestuia. În diferite cãrþi ºi manuale universitare de
specialitate [13-16] sunt preluate, prelucrate ºi analizate
metode de determinare a puterii de acþionare din literatura
tehnicã din limba rusã [10-12]. În lucrãrile [17-19] sunt
trecute în revistã o serie de relaþii teoretice ºi empirice
utilizate pentru evaluarea necesarului de putere la
acþionarea morilor cu bile.

Unele firme cunoscute pentru proiectarea, realizarea ºi
comercializarea morilor tubulare cu bile au propriile lor
metode pentru determinarea puterii de acþionare a
acestora [7, 9].

În lucrarea de faþã, pe baza unor considerente teoretice,
s-au stabilit relaþii pentru determinarea puterii de acþionare
a morilor cu bile în cazul regimurilor de funcþionare în
cascadã ºi în cataractã. În ambele situaþii relaþiile stabilite
au fost puse sub forma unicã, simplã, a relaþiei lui Blanc,
determinându-se ºi curbele de variaþie ale mãrimii  C*
pentru diferite valori ale parametrilor (ϕ  ºi Ψ) care
caracterizeazã regimul de funcþionare al morii.

În urma studiului realizat am demonstrat cã formula lui
Blanc, prezentatã în literatura de specialitate ca fiind
empiricã, nu este empiricã ci poate fi dedusã pe cale
teoreticã.

Exemplul de calcul realizat aratã cã valorile de puteri
determinate cu relaþiile de calcul stabilite concordã cu cele
de catalog ale morilor similare existente.

Comportarea corpurilor la mãcinare în tamburul morii
este definitã de douã mãrimi: gradul de umplere al
tamburului cu corpuri de mãcinare ºi turaþia tamburului.
În funcþie de valorile acestor douã mãrimi se deosebesc
douã regimuri de funcþionare a morilor cu bile: regimul
de funcþionare în cascadã (la turaþii reduse) ºi regimul de
funcþionare în cataractã (sau cu cãderea bilelor) (la turaþii
ridicate, fig. 1).

La regimul de funcþionare în cascadã bilele circulã în
interiorul segmentului încãrcãturii (ele sunt ridicate în
tambur, dupã traiectorii concentrice, pânã la o anumitã
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înãlþime, dupã care se rostogolesc în partea inferioarã a
tamburului în straturi paralele (fig. 1 a)).

La regimul de funcþionare în cataractã (cu cãderea
bilelor), bilele sunt antrenate în tambur dupã traiectorii
circulare concentrice, pânã la o anumitã înãlþime, de unde
cad, dupã traiectorii parabolice, în partea inferioarã a
tamburului (fig. 1 b).

Puterea necesarã acþionãrii tamburului la funcþionarea în
regim de cascadã

Puterea utilã, adicã puterea necesarã morii pentru a
aduce încãrcãtura de mãcinare în stare de lucru, reprezintã
aproximativ 95% din puterea furnizatã de cãtre motorul
electric de acþionare, restul de 5% constituind pierderi în
motorul electric ºi pierderi prin frecare în lagãre ºi în lanþul
cinematic de transmitere a miºcãrii (sistemul de
acþionare).

În cazul regimului de funcþionare în cascadã, încãrcãtura
are un aspect compact fiind dispusã ca ºi în cazul când
tamburul nu se roteºte, sub forma unui segment de cerc
definit de unghiul la centru 2δ, însã centrul de greutate al
acestuia este rotit cu un unghi α, în sensul rotirii tamburului
(fig. 2). Valoarea unghiului α este influenþatã de gradul de
umplere, de turaþia tamburului ºi, îndeosebi, de
coeficientul de aderenþã dintre încãrcãturã ºi suprafaþa
interioarã a tamburului (blindaj). În timpul regimului
staþionar de funcþionare (turaþie constantã) mãrimea
unghiului α rãmâne constantã, iar centrul de greutate C
rãmâne tot timpul în aceeaºi poziþie.

Conform acestei scheme de calcul (fig. 2) puterea utilã
necesarã morii este [1]:

                    (1)

unde G este greutatea încãrcãturii de mãcinare, R0 este
raza care defineºte poziþia centrului de greutate iar w este
viteza unghiularã de rotire a tamburului.

Fig. 1.  Regimuri de funcþionare a morilor cu bile.
a - regim de funcþionare în cascadã; b - regim de funcþionare

 în cataractã

a b
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Mãrimea R0 (fig. 2) este definitã de relaþia [1,2]:

                 (2)

unde ϕ  este gradul de umplere al tamburului cu
încãrcãtura de mãcinare.

Legãtura dintre unghiul la centru  δ ºi gradul de umplere
ϕ este datã de relaþia [1,2]:

                                (3)

Relaþia (3) este exprimatã numeric prin valorile din
tabelul 1 [2].

Viteza unghiularã a  tamburului este:

         (4)

unde:
Ψ = n/ncr (n este turaþia de lucru a tamburului, ncr -

turaþia criticã a acestuia).
Greutatea corpurilor de mãcinare se determinã cu

relaþia:
                                      (5)

unde:
Ai = π . D2 / 4, L este lungimea tamburului,
g=9,81 m/s2 - acceleraþia gravitaþiei;
ρι - densitatea în vrac a corpurilor de mãcinare.
Densitatea în vrac pentru diferite corpuri de mãcinare

(din oþel) este datã în tabelul 2 [1].

Þinând seama de relaþiile (2), (4) ºi (5), expresia (1)
capãtã forma:

  (6)
unde,

 (7)

În relaþia (6), G se exprimã în N ºi D în m.
Deoarece în mod uzual, în exploatarea morilor cu bile,

G se exprimã în tone, relaþia (6) devine [3]:

  (8)
unde,

 (9)

Relaþiile (6) ºi (8), aratã cã pentru o moarã cu diametru
ºi turaþie date, puterea utilã depinde numai de gradul de
umplere (prin mãrimile  ϕ ºi sin3 δ). La o turaþie constantã
Ψ  a tamburului, mãrimea unghiului  α  poate fi consideratã
(cu suficientã precizie pentru practicã) constantã. În acest
caz, puterea utilã ºi deci lucrul mecanic de mãrunþire, cresc
cu gradul de umplere ºi ating maximul atunci când sin3 δ
atinge valoarea maximã, adicã pentru ϕ=0,50. Încãrcarea
morii cu corpuri de mãcinare peste aceastã valoare devine
deci neraþionalã.

Este foarte comod sã se utilizeze relaþia (8), dacã se
cunosc valorile mãrimii C* definitã prin expresia (9). În
relaþia (9) intervine însã unghiul  α a cãrui mãrime depinde
în mod esenþial de turaþia tamburului ºi de coeficientul de
aderenþã f dintre încãrcãturã ºi blindaj.

Determinarea unghiului de ridicare α
S-a constatat, în urma unor observaþii practice cã

ridicarea încãrcãturii în tambur nu se produce prin
ridicarea individualã a fiecãrei bile ci prin antrenarea
încãrcãturii în toatã masa ei. De altfel dacã într-un tambur
cu blindaje netede, care se roteºte, se aflã o singurã bilã,
aceasta rãmâne tot timpul în partea inferioarã a tamburului,
realizând mici oscilaþii în jurul poziþiei medii de echilibru.

Considerând încãrcãtura de bile ca un punct material
care nu se rostogoleºte, aflat pe blindajul neted al
tamburului care se roteºte, rezultã schema de calcul din
figura 3.

Unghiul la centru  α  care defineºte ridicarea încãrcãturii
se va determina din condiþia de echilibru (încãrcãtura va

Fig. 2 Schemã pentru determinarea puterii de acþionare

Tabelul 1
VALORILE MÃRIMII  sin3δ ÎN FUNCÞIE DE GRADUL DE UMPLERE ϕ

Tabelul 2
DENSITATEA ÎN VRAC PENTRU DIFERITE CORPURI DE MÃCINARE (DIN OÞEL)
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fi antrenatã de cãtre tambur atâta timp cât forþa de aderenþã
Ff  depãºeºte ca mãrime componenta tangenþialã a
greutãþii).

    (10)

în care,  f  reprezintã coeficientul de frecare (aderenþã)
dintre încãrcãturã ºi blindaj.

Deoarece reacþiunea normalã N are expresia

   (11)
expresia (11) devine

   (12)

unde: forþa centrifugã Fc care acþioneazã asupra încãrcãturii
este:

          (13)

Deoarece viteza unghiularã  a tamburului, exprimatã în
funcþie de turaþia criticã a acestuia,

are forma:

           (14)

ºi þinând seama cã R=D / 2  ºi  π2 ≈ g (g = 9,81 m/s2 -
acceleraþia gravitaþiei), relaþia (13) poate fi pusã sub forma:

(15)

(17)

Relaþia (17) determinã valorile unghiului de ridicare α
în funcþie de coeficientul de aderenþã dintre încãrcãturã ºi
blindaj ºi de turaþia relativã a tamburului Ψ=n / ncr.

Fig. 3. Schemã pentru determinarea unghiului de ridicare

Fig. 4. Curbele de variaþie α=f(f, ,Ψ) [4]

Fig. 5. Imaginea încãrcãturii tamburului
realizatã prin fotografiere rapidã (firma F. L. Smidth -Danemarca) [7]

Þinând seama de expresia (15), ecuaþia (12) devine:

(16)

care prin rezolvare conduce la soluþia (cu sens fizic):

Fig. 6. Curba de variaþie α = f(Ψ), pentru f=0,6 [4]

Fig. 7.  Curbele de variaþie C*=f (ϕ, Ψ) stabilite pe baza valorilor
date de relaþia (17)

Pe baza relaþiei (17) s-au trasat curbele prezentate în
figura 4 [1,2].

Evaluarea mãrimii coeficientul de aderenþã
Determinarea experimentalã, în mod direct, a valorii

coeficientului de aderenþã dintre încãrcãturã ºi blindaj este
dificilã ºi, pânã în prezent, nu se cunoaºte o asemenea
modalitate de determinare. Coeficientul de aderenþã se
evalueazã mai simplu în mod indirect. Astfel, dacã se
cunoaºte mãrimea unghiului α ºi valoarea turaþiei
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tamburului (mãrimea Ψ), utilizând curbele din figura 4,
stabilite pe baza relaþiei (17), se poate determina valoarea
coeficientului de aderenþã  f.

Firma F.L. Smidth a realizat prin fotografiere rapidã,

Valorile mãrimii C* (prezentate în literaturã) utilizate în
construcþia diagramei din figura 9 au fost determinate
pentru diferite tipuri de corpuri de mãcinare în cazul în
care blindajele tamburului sunt netede iar turaþia acestuia
este  (deci Ψ=n/ncr=0,756).  Dacã tamburul
este prevãzut cu blindaje în trepte, valorile lui C* (fig. 9) se
multiplicã cu 1,10, iar pentru alte turaþii decât cea
corespunzãtoare mãrimii Ψ=n/ncr=0,756, valorile lui C* se
multiplicã cu mãrimea ψ/0,756 [1].

Puterea motorului de acþionare este datã de relaþia:

(18)

Fig. 8. Curbele de variaþie C*=f(ϕ, Ψ), stabilite
pe baza valorii sin α = 0,73

Fig. 9. Curbele de variaþie C*=f(ϕ), stabilite utilizând valorile
C* existente în literaturã (Blanc)

printr-un capac frontal transparent imagini ale încãrcãturii
de mãcinare într-un tambur cu blindaj  neted  pentru  ψ =
0,7  (fig. 5).  Pe  imagine  s-a  mãsurat  unghiul  α ≈ 45°. Cu
aceastã valoare a α= 45° ºi pentru  ψ  = 0,70, utilizând
curbele din figura 4 rezultã f = 0,6.

Valoarea rezultatã este mai mare decât valorile
prezentate în literaturã. Astfel, în literaturã sunt date pentru
coeficientul de frecare dintre încãrcãtura de bile ºi blindaj
(oþel/oþel) valorile: f = 0,33, pentru suprafeþe curate ºi
uscate; f = 0,41, în cazul prezenþei între suprafeþele de
contact a pulberii de cuarþ ºi f = 0,43, în cazul prezenþei
între suprafeþele de contact a pulberii de emeri [8].

Curba de variaþie a unghiului α determinatã utilizând
relaþia (17), pentru  f =0,6  ºi  pentru  diferite  valori  ale
mãrimii  ψ  este  prezentatã  în figura 6.

Evaluarea mãrimii C*
Utilizând relaþia (17) ºi curba α =f(ψ) prezentatã în

figura 4 s-au determinat curbele de variaþie ale mãrimii C*
în funcþie de parametrii  ϕ ºi  ψ  prezentate în figura 7.

Majoritatea morilor produse de firma F. L. Smidth [7]
funcþioneazã cu ψ =n/ncr = 0,72...0,78. Pentru blindaje
netede, firma recomandã sinα  = 0,73, ceea  ce
corespunde  unei  valori α =46° 53’.  Considerând  în  relaþia
(9), sinα = 0,73, s-au obþinut pentru C* curbele de variaþie
prezentate în figura 8.

Pentru  comparaþie,  se  prezintã  curbele  de  variaþie
ale  mãrimii C* (fig. 9), în funcþie de ϕ, pentru diferite
corpuri de mãcinare, trasate utilizând valorile aferente
relaþiei lui Blanc, existente în literaturã [16].

unde η este randamentul transmiterii miºcãrii care þine
seama de pierderile prin frecare din lagãrele morii ºi din
lanþul cinematic al sistemului de acþionare.

Relaþia (9) poate fi utilizatã ºi pentru evaluarea în mod
indirect a coeficientului de aderenþã (aderenþã) dintre
încãrcãturã ºi blindajul tamburului [1].

Sã considerãm un caz concret. O moarã cu tamburul
prevãzut cu blindaje netede se roteºte cu o turaþie
caracterizatã prin ψ=0,7. Tamburul este umplut parþial cu
bile de oþel cu Φ>60 mm, gradul de umplere fiind ϕ=0,30.

Din figura 9 rezultã pentru  ϕ=0,30 ºi bile cu ,Φ>60 mm
valoarea C*=7,1. Aceastã valoare este valabilã pentru
turaþia tamburului caracterizatã prin ψ=0,756. Deoarece
în cazul concret de faþã ψ=0,7, rezultã cã valoarea  C* =
7,1 se va reduce în raport cu mãrimea  0,756 / 0,7 = 1,08 ºi
va avea valoarea C*=7,1 / 1,08 = 6,575. De asemenea,
pentru  ϕ=0,30  din tabelul 1 rezultã sin3δ=0,850. Înlocuind
aceste valori în relaþia 9 rezultã:

Fig. 10. Schema pentru stabilirea repartiþiei bilelor în secþiunea
transversalã a tamburului

Fig. 11 Schema pentru determinarea vitezei de cãdere a bilelor
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de unde se obþine:  sinα=0,703, adicã α = 0,45o

Cu valoarea α ≡ 45o, pentru ψ  = 0,7, din figura 6 rezultã
f=0,6 .

Cazul când moara funcþioneazã în regim de cataractã
La funcþionarea  în regim de cataractã încãrcãtura se

distribuie pe secþiunea tamburului conform figurii 10 [5,8].
Bila se desprinde de pe traiectoria circularã ºi cade dupã

traiectoria parabolicã (fig. 11) dacã
(19)

Din relaþia (19) rezultã pentru turaþia tamburului
expresia:

(20)

unde s-a þinut seama cã 

Pentru α = 0 se obþine turaþia criticã (la care bilele nu
se mai desprind de tambur ci se rotesc împreunã cu
acesta)

(21)

Þinând seama de relaþiile (20) ºi (21) rezultã pentru
turaþia relativã expresia:

(22)

Relaþia (19) poate fi pusã, de asemenea, sub forma

(23)

în care
   (24)

este diametrul cercului care reprezintã locul geometric al
punctelor în care bilele trec de la traiectoria circularã la
traiectoria parabolicã.

Conform legii conservãrii energiei, energia totalã a
bilelor în timpul unui ciclu al acestora (parcurgerea
traiectoriei închise formatã din traiectoria circularã ºi cea
parabolicã) este egalã cu cea cineticã maximã a acestora
(în punctul de cãdere) [8].

Dacã considerãm un strat elementar de bile de grosime
dR, plasat la raza R, atunci în timpul unui ciclu (o rotaþie a
tamburului), va trece de la traiectoria circularã la cea
parabolicã o cantitate de bile:

(25)

unde:

Tabelul 4
VALORI ALE MÃRIMII  C*

Tabelul 3
VALORI ALE MÃRIMII  k

L este lungimea tamburului;
ρ - densitatea în grãmadã a bilelor.
Viteza bilei în punctul de cãdere D (fig. 11) are

componentele orizontalã

(26)
ºi verticalã

 (27)

unde (fig. 11) [1,5]

(28)

Þinând seama de relaþiile (26), (27) ºi (28) ºi de faptul
cã  (19) rezultã viteza bilei în punctul de
cãdere D:

(29)

Energia cineticã maximã pentru bilele din stratul
elementar este:

     (30)

Deoarece cosα = R / a, unde a = (30 / n)2, relaþia (30)
devine:

    (31)

Utilizând teorema lucrului mecanic ºi a energiei cinetice
(dLm=dE), lucrul mecanic dezvoltat de întreaga încãrcãturã
de bile care cade în timpul unei rotaþii a tamburului este:

   (32)

sau

                     (33)

unde: k = R2/R1  (R1, R2 - raza exterioarã, respectiv raza
intrerioarã a stratului de bile) (fig. 10)

~
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 Mãrimea k depinde de gradul de umplere ϕ ºi de turaþia
relativã ψ. Valori ale mãrimii k sunt prezentate în tabelul 3
[8].

Introducând în expresia (33)   (conform

relaþiei (24) ºi  (unde G este greutatea
încãrcãturii de bile, iar ϕ gradul de umplere al tamburului
cu bile), aceasta  devine:

(34)

Puterea utilã necesarã morii este:

(35)

unde n este turaþia tamburului,  rot / min.

Þinând seama de relaþia (34) ºi de faptul cã turaþia
tamburului poate fi exprimatã în funcþie de turaþia criticã:

iar R1 = D / 2  (D - fiind diametrul interior al tamburului),
relaþia (35) devine:

            (36)

Expresia (36) poate fi pusã sub forma:
   (37)

unde [N]=W, [G]=N, [D]= m, iar C este definit de relaþia:

        (38)

În mod uzual însã, G se exprimã în tone, iar D în metri.
În aceastã situaþie, relaþia (37) devine:

   (39)

unde [N]=kW  ºi

   (40)

Relaþia (39) conduce la o valoare a puterii utile ceva
mai mare decât în realitate deoarece prin cãderea bilelor
acestea contribuie cu o parte din energia lor la rotirea
tamburului.

Utilizând valorile k din tabelul 3, corespunzãtoare
diferitelor valori ψ ºi ϕ, cu relaþia (40) s-au determinat,
pentru domeniul de funcþionare al morii cu cãderea bilelor,
valorile prezentate în tabelul 4 [1,5].

Folosind datele din tabelul 4, s-au trasat curbele de
variaþie C* = f(ϕ,ψ) prezentate în figura 12.

Studiind curbele de variaþie ale mãrimii C* din figura 12
se observã cã la creºterea turaþiei tamburului, puterea
creºte treptat pânã atinge o valoare maximã
(corespunzãtoare unei anumite valori a gradului de
umplere ϕ) dupã care scade pe mãsurã ce turaþia
tamburului se aproprie de cea criticã. La o anumitã valoare
a turaþiei, mai mare decât cea criticã, când toatã
încãrcãtura este centrifugatã (roteºte solidar cu tamburul),
puterea utilã necesarã morii devine nulã.

Puterea motorului electric se determinã cu relaþia:

Nmot =N /n (41)

unde [Nmot]=kW ,iar η = 0,95 este randamentul transmiterii
miºcãrii (aproximativ 5% din valoarea puterii se pierde
îndeosebi prin frecãri în lagãrele morii ºi în lanþul cinematic
de transmitere a miºcãrii de la motorul electric la moarã).

Exemplu de calcul
Se considerã o moarã cu douã camere (1 ºi 2) pentru

mãcinarea clincherului de ciment,  Φ 4,5 . 14 m. Moara se
caracterizeazã prin:

- diametru interior (util): D=4,38 m;
- lungimea utilã a tamburului: L=13,5 m (L1=5,0 m,

L2=8,0 m);

- turaþia tamburului: ;

- turaþia criticã: ;

- turaþia relativã: ψ = n / ncr = 15,29 / 20,27 = 0,756;
- gradul de umplere ϕ1 = ϕ2=0,30;
- corpuri de mãcinare utilizate:
    - în camera 1:  – amestec de bile cu densitatea în vrac

ρî1 = 4431 kg / m3

   -în camera 2: – amestec de cylpebs-uri cu densitatea
în vracr ρ]2 = 5254 kg / m3

- masa bilelor din camera 1:

-masa bilelor din camera 2:

Funcþionare în regim de cascadã
- mãrimea C* are valorile: C* = 7,1, C*=6,6;

- puterea motorului electric (considerând randamentul
transmisiei η=0,95):

Funcþionare în regim de cataractã
- mãrimea C* are valorile:  C* = C*=6,63;

- puterea motorului electric (considerând randamentul
transmisiei η=0,95):

Valoarea obþinutã este foarte apropiatã de cea a unei
mori F.L. Smidth, de dimensiuni comparabile Φ 4,6 . 14 m,
care are o putere a motorului de acþionare de 6300 CP (4630
kW).
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Concluzii
Exemplul de calcul prezentat aratã cã puterea utilã

necesarã acþionãrii tamburului morii  pentru regimul de
funcþionare în cascadã este cu ceva mai mare decât pentru
regimul de funcþionare cu cãderea bilelor. Deoarece
regimul de funcþionare cu cãderea bilelor se obþine dupã
ce se trece prin regimul de funcþionare în cascadã este
necesar ca puterea necesarã acþionãrii sã se determine
pentru acest ultim regim de funcþionare.

Firme cum sunt F. L. Smidth-Danemarca  [7] ºi
Nordberg-USA [9] determinã puterea utilã în cazul
funcþionãrii morii în regim de cãdere a bilelor (cataractã)
folosind aceeaºi schemã de calcul ca ºi în cazul regimului
de funcþionare în cascadã. Aceasta demonstreazã cã
schema de calcul utilizatã în cazul regimului de funcþionare
în cascadã permite obþinerea unor rezultate cu totul
satisfãcãtoare indiferent de regimul de funcþionare al morii.
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